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第 8 章 多元函数微分学及其应用 

8.1 多元函数 

1．已知函数 ( , , ) w u vf u v w u w += + ，求 ( , , )f x y x y xy+ − . 

 

 

 

 

2．求下列函数的定义域并画出定义域的图形： 

(1) 
2ln( 2 1)z y x= − + ；           (2) 

1 1
z

x y x y
= +

+ −
； 

 

 

 

 

 

 

(3) z x y= − ；               (4) 
2 2

ln( )
1

x
z y x

x y
= − +

− −
. 

 

 

 

 

 

 

 

3．求下列极限： 

(1) 
2 2( , ) (0,1)

1
lim

x y

xy

x y→

−

+
；           (2) 

2 2( , ) (1,0)

ln( )
lim

y

x y

x e

x y→

+

+
； 
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(3) 
xy

xy

yx

42
lim

)0,0(),(

+−

→
；         (4) 

2

2( , ) (0,0)

sin (
lim

( ) 1 1x y

xy

xy→ + −

）
； 

 

 

 

 

 

 

(5) 
( , ) (2,0)

sin( )
lim

x y

xy

y→
；            (6) 

2 2

2 2

2 2( , ) (0,0)

1 cos( )
lim

( ) x yx y

x y

x y e→

− +

+
. 

 

 

 

 

 

 

4．证明下列极限不存在： 

(1) 
( , ) (0,0)

lim
x y

x y

x y→

+

−
；            (2) 

2 2

2 2 2( , ) (0,0)
lim

( )x y

x y

x y x y→ + −
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

5．证明
2 2( , ) (0,0)

lim 0
x y

xy

x y→
=

+
. 
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8.2  多元函数的偏导数 

1．填空题： 

(1) 设 ( , ) ( 1)arcsin
x

f x y x y
y

= + − ，则 ( ,1)xf x =           ； 

(2) 曲线

2 2

4

4

x y
z

y

 +
=


 =

在点 (2,4,5) 处的切线相对于 x 轴的倾角为         ； 

(3) 设 2( , ) sinf x y x y= ，则 (2, )
6

xf


=        . 

2．求下列函数的一阶偏导数： 

(1) 
3 3z x y y x= − ；                (2) 

2 2u v
s

uv

+
= ； 

 

 

 

 

 

 

(3) ln( )z xy= ；                 (4) 
2sin( ) cos ( )z xy xy= + ；  

 

 

 

 

 

 

(5) 

y

zu x= ；                     (6) arctan( )zu x y= − . 
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3．求下列函数的二阶偏导数： 

(1) 
4 4 2 24z x y x y= + − ；            (2) arctan

y
z

x
= . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4．设函数 2 2 2( , , )f x y z xy yz zx= + + ，求 (0,0,1)xf 、 (1,0,2)xzf 、 (0, 1,0)yxf − 以及

(2,0,1)zzxf . 

 

 

 

 

 

 

 

 

5．设
2 4

( , )
x y

f x y e
+

= ，判断该函数在 (0,0) 点的偏导数是否存在？如果存在求其值. 
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8.3  全微分 

1．选择题： 

(1) 二元函数 ( , )z f x y= 在 0 0( , )x y 处可微的充要条件是（      ）. 

(A) ( , )f x y 在 0 0( , )x y 处连续 

(B) ( , )xf x y ， ( , )yf x y 在 0 0( , )x y 的某邻域内存在 

(C) ( , ) ( , )x yz f x y x f x y y −  −  (
2 2( ) ( ) 0x y +  → )是无穷小量 

(D) 
2 2

( , ) ( , )

( ) ( )

x yz f x y x f x y y

x y

 −  − 

 + 
(

2 2( ) ( ) 0x y +  → )是无穷小量 

(2) 

2 2 2 2

2 2

2 2

1
( )sin , 0,

( , )

0 , 0

x y x y
x yf x y

x y


+ + 

+= 
 + =

在 (0,0) 点处（      ）. 

(A) 偏导数不存在               (B) 可微  

(C) 偏导数存在且连续           (D) 不可微 

2．求下列函数的全微分： 

(1) 
x

z xy
y

= + ；                    (2) 

y

xz e= ； 

 

 

 

 

 

 

(3) 
s t

u
s t

+
=

−
；                     (4) 

yzu x= . 
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3．求函数
y

z
x

= 当 1x = ， 1y = ， 0.1x = ， 0.2y = − 时的全增量和全微分. 

 

 

 

 

 

 

4．设
2 2

y
z

x y
=

+
，求dz 和

(1,0)
dz . 

 

 

 

 

 

 

 

5．设 ( 1)ln(1 )x yz xe x y+= + + + ，求
(1,0)

dz . 

 

 

 

 

 

 

 

 

6．求函数
x

u z
y

=  在点 (1,1,1) 处的全微分. 
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8.4 多元复合函数的求导法则 

1．求下列函数的全导数： 

(1) arcsin( )z x y= − ， 33 , 4x t y t= = ； 

 

 

 

(2) 
2

( )

1

axe y z
u

a

−
=

+
， sin , cosy a x z x= = . 

 

 

 

 

 

2．求下列函数的 ,
z z

x y

 

 
. 

(1) 
2 2z u v= + , ,u x y v x y= + = − ； 

 

 

 

 

 

(2) 
2 lnz u v= ， , 3 2

x
u v x y

y
= = − . 

 

 

 

 

 

 

3．求下列函数的一阶偏导数(其中 f 具有一阶连续偏导数)： 

(1) 
2 2( , )xyu f x y e= − ； 
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(2) ( , )y xu f x y= ； 

 

 

 

 

(3) ( , , )u f x xy xyz= . 

 

 

 

 

 

 

4．设 f 与 g 有二阶连续导数，且 ( ) ( )z f x ay g x ay= + + − ，求
2 2

2

2 2

z z
a

y x

 
−

 
. 

 

 

 

 

 

 

 

5．求下列函数的
2 2 2

2 2
, ,

z z z

x yx y

  

  
(其中 f 具有二阶连续偏导数)： 

(1) ( , )z f xy y= ；                 (2) ( , )
x

z f x
y

= . 
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8.5  隐函数的求导公式 

1．填空题： 

(1) 设 ( )y y x= 由方程 2sin 1xy e xy+ − = 确定，则
dy

dx
=                         ； 

(2) 设 ( , )z z x y= 由方程 2 2 2 4 0x y z z+ + − = 确定，则
z

x


=


                    . 

2．验证方程 2 2 1 0x y+ − = 在点 (0 1)， 的某一邻域内能唯一确定一个单值且有连续导

数的函数 ( )y f x= ，并求 (0)f  和 (0)f  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3．求方程 ln
x z

z y
= 所确定的隐函数 ( , )z z x y= 的一阶偏导数. 

 

 

 

 

 

 

4．设 3 33z xyz a− = ，求
2z

x y



 
. 
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5．求下列方程组所确定的函数的导数或者偏导数： 

(1) 设
2 2

2 2 2

,

2 3 20,

z x y

x y z

 = +


+ + =
 求 ,

dy dz

dx dx
； 

 

 

 

 

 

 

 

 (2) 设
sin ,

cos ,

u

u

x e u v

y e u v

 = +


= −
 求

u

x




，

u

y




，

v

x




，

v

y




. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6．设 ( , , )w f x y u= ，其中 f 具有二阶连续偏导数，u是由方程 5 5 5 1u xy u− + = 所确

定的函数，求
w

x




.   
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8.6  方向导数与梯度 

1．下列结论正确的是（      ）. 

(A) 如果函数 ( , )z f x y= 在点 ( , )P x y 沿任一方向的方向导数都存在，那么函数在该 

点的偏导数必存在 

(B) 如果函数 ),( yxfz = 在点 ( , )P x y 是可微分的，那么函数在该点沿任一方向的 

方向导数都存在 

(C) 如果函数 ),( yxfz = 在点 ( , )P x y 是不可微分的，那么函数在该点沿任一方向 

的方向导数必不存在 

(D) 如果函数 ),( yxfz = 在点 ( , )P x y 的偏导数存在，那么函数在该点沿任一方向 

的方向导数可能都不存在 

2．求函数 2 2z x y= + 在点 (1,2)处沿从点 (1, 2) 到点 (2,2 3)+ 的方向的方向导数. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3．求函数 ln( )z x y= + 在抛物线 2 4y x= 上点 (1, 2) 处，沿着这抛物线在该点处偏向

x 轴正向的切线方向的方向导数. 
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4．设函数
2 2 2

1
6 12 18

x y z
u = + + + ，单位向量

1
(1,1,1)

3
n = ，求

(1,2,3)





u

n
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

5．设在 xOy平面上，各点的温度T 与点的位置间的关系式为 2 24 9T x y= + ，求 

(1) 在点 (9,4)P 处沿方向 =l (cos ,sin )  的温度的变化率； 

(2) 在什么方向上，点 P 处的温度变化率取得最大值？并求此最大值. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6．设 2 2 2( , , ) 2 3 3 2 6f x y z x y z xy x y z= + + + + − − ，求 (0,0,0)grad f 及 (1,1,1)grad f . 
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8.7  多元函数微分学的应用 

1．求曲线 sin , 1 cos , 4sin
2

t
x t t y t z= − = − = 在点 1,1,2 2

2

 
− 

 
处的切线及法平面

方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

2．求曲线 21
, ,

1

t t
x y z t

t t

+
= = =

+
在对应于 1t = 的点处的切线及法平面方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3．求曲线
2 2 2 3 0,

2 3 5 4 0

x y z x

x y z

 + + − =


− + − =
在点 (1,1,1)处的切线及法平面方程. 
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4．求曲面 3ze z xy− + = 在点 (2,1,0)处的切平面及法线方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5．求椭球面 2 2 22 1x y z+ + = 上平行于平面 2 0x y z− + = 的切平面的方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6．证明曲面 ( 0)+ + = x y z a a 上任何点处的切平面在各坐标轴上的截距 

之和等于 a . 
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8.8  多元函数的极值、最值和条件极值 

1．选择题： 

(1) 设函数 ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 取得极值，下列选项正确的是（      ）. 

(A) 0 0 0 0( , ) ( , ) 0x yf x y f x y= =    

(B) 0( , )f x y 在 0y y= 处的导数等于 0 

(C) 0( , )f x y 在 0=x x 处的导数等于 0 

(D) ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处的偏导数可能不存在 

(2) 设函数 3( , ) 3f x y x x y= − − ，则它在点 (1,0)处（      ）. 

(A) 取得极大值             (B) 取得极小值 

(C) 不取极值               (D) 无法判定是否取得极值 

2．求函数 2 2( , ) ( 2 )xf x y e x y y= + + 的极值. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3．求函数 z xy= 在适合附加条件 1x y+ = 下的极大值. 
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4．从斜边之长为 l 的一切直角三角形中，求有最大周长的直角三角形. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5．将周长为 2p 的矩形绕它的一边旋转而构成一个圆柱体，问矩形的边长各为多少 

时，才可使圆柱体的体积为最大？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6．求内接于半径为a 的球且有最大体积的长方体. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



    年  月  日       姓名        学号             

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                17 

7．求函数 2 2 2 22f x y x y x y= + −( , ) 在区域  2 2 4 0D x y x y y= +  ( , ) , 上的最大值 

和最小值. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8．求函数 2 2 2u x y z= + + 在约束条件 2 2z x y= + 和 4x y z+ + = 下的最大值与最 

小值. 
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总习题 8 

1．填空题： 

(1) 函数 arctan yz x= 的全微分 dz =                                       ； 

(2) 设函数
1

3

y

x

z
 

=  
 

，则
(1,1)

z

x


=


                         ；              

(3) 函数 2 2( , )f x y x xy y= − + 在点 (1,1) 处的梯度为                       ；  

(4) 曲面 2 24z x y= − − 上点 (1,1, 2) 处的切平面方程为                      ； 

(5) 设函数 ,
x y

u f
y z

 
=  

 
，其中 ( , )f x y 具有一阶连续偏导数，则 

 

du =                                                      . 

2．选择题： 

(1) 考虑二元函数 ) ,( yxf 的下面四条性质： 

① 函数 ( ,  )f x y 在点 0 0( ,   )x y 处连续. 

    ② 函数 ( ,  )f x y 在点 0 0( ,   )x y 处两个偏导数连续. 

    ③ 函数 ( ,  )f x y 在点 0 0( ,   )x y 处可微. 

   ④ 函数 ( ,  )f x y 在点 0 0( ,   )x y 处两个偏导数存在. 

则下面结论正确的是（       ）. 

(A) ②③①   (B) ③②①   (C) ③④①   (D) ③①④ 

(2) 设
1 1 1 2

3 3 3 3( , ) [ ( 1) ( 1) ],x y
ef x y x y y x+= − + − 则该函数在 (0,1) 点处的两个偏导数

(0,1)xf 和 (0,1)yf 的情况为（       ）. 

(A) 两个偏导数均不存在          (B) (0,1)xf 不存在，
4

(0,1)
3

yf e=  

(C) (0,1)
3

x

e
f = ，

4
(0,1)

3
yf e=      (D) (0,1)

3
x

e
f = ， (0,1)yf 不存在 

(3) 函数 3 3 2 23 3z x y x y= + − − 的极小值点是（       ）. 

(A) (0, 0)         (B) (2, 2)          (C) (0, 2)          (D) (2, 0)   
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3．计算
2

3 2( , ) (0,0)

1 1
lim sin( )

x y

x y
xy

x y→

− +
.        

 

 

 

 

 

 

 

4．设 3 , ,x
y

z f xy
x

 
=  

 
 其中 ( , )f x y 具有二阶连续偏导数，求

2z

x y



 
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5．设 ( , )z z x y= 是由方程 2 2 ( )x y z x y z+ − = + + 所确定的函数，其中具有二阶

导数，且 1  − ，(1) 求 dz ；(2) 记
1

( , )
z z

u x y
x y x y

  
= − 

−   
，求

u

x




. 
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6．设 ( , ), ( , )u x y v x y 是由方程 2 2 0x y uv+ + = 与 2 2 2 2 0x xy y u v− + + + = 确定的二元

函数，求
u

x




，

v

x




.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7．确定函数

2 2
2 2

2 2 3

2 2

, 0,
( , ) ( )

0 , 0


+ 

= +


+ =

x y
x y

f x y x y

x y

在 (0,0) 点处的 (1) 连续性； 

(2) 偏导数是否存在；(3) 可微性. 
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8．设函数 ( )z f u= ，方程 ( ) ( )
y

x
u u p t dt= +  确定u是 ,x y 的函数，其中 ( ), ( )f u u

可微， ( ), ( )p t u 连续，而且 ( ) 1u  ，求 ( ) ( )
z z

p y p x
x y

 
+

 
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9．求球面 2 2 2 4x y z+ + = 与柱面 2 2 2x y x+ = 的交线在点 (1,1, 2)P 处的切线及法平

面方程. 
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10．在椭圆抛物面 22 2yxz = + 上求一点，使曲面在该点处的切平面垂直于直线

2 0,

3 0,

+ =


+ =

x y

y z
 并写出曲面在该点处的法线方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11．设点 ( )0 0 0, ,P x y z 是球面 2 2: 1z x y = − − 上的一点，n为在点 P 的外侧法向

量，(1) 求函数u x y z= + + 在点 P 处沿方向n的方向导数；(2) 当 0 0 0, ,x y z 为何值时，

此方向导数取最大值？ 
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第 9 章  重积分 

9.1 二重积分的概念与性质 

1．填空题： 

(1) 用二重积分表示平面有界闭区域D的面积 =                     ； 

(2) 用二重积分表示 0z = 和 2 29z x y= − − − 所围下半球体的体积V =          ； 

(3) 设D， 1D 和 2D 为有界闭区域，且 1 2D D D  ，又 ( , )f x y 在D上可积. 

(i) 当 ( , ) 0f x y  时，则

1

( , )
D

f x y d __________

2

( , )
D

f x y d ，（，） 

(ii) 当 ( , ) 0f x y  时, 则

1

( , )
D

f x y d __________

2

( , )
D

f x y d ；（，） 

(4) 设 是圆域 2 2{( , ) 9}D x y x y= +  的面积， 2 2cos( )
D

x y d+    .（，） 

2．比较下列二重积分的大小: 

(1) 
2( )

D

x y d+ 与 3( )
D

x y d+ ，其中D是由圆 2 2( 1) ( 2) 2x y− + − = 所围成； 

 

 

 

 

(2) ln( )
D

x y d+ 与 2[ln( )]
D

x y d+ ，其中D是矩形闭区域: 0 1, 3 5x y    . 

 

 

 

 

3．估计二重积分 2 2(4 9)
D

I x y d= + + 的值，其中 2 2{( , ) 4}D x y x y= +  . 
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9.2  二重积分的计算 

1．填空题： 

(1) 设 D 是由 x 轴及半圆周 2 2 2 ( 0)x y r y+ =  所围成的闭区域，将二重积分

( , )
D

f x y d 化为先对 y 后对 x的二次积分， 应为________________________； 

(2) 设 D 是由直线 , 2y x x= = 及双曲线
1

( 0)y x
x

=  所围成的闭区域，将二重积分

( , )
D

f x y d 化为先对 x后对 y 的二次积分， 应为                         ； 

(3) 设 {( , ) 0 1, 0 1}D x y x y=     ，则 3 2 3( 3 )
D

x x y y d+ + = ______________； 

(4) 二次积分
1 1

2

0
sin

x
dx y dy  的值等于__________________________； 

(5) 设D是由 1, 2, 1, 2x x y y= = = = 所围成的闭区域，则 ln d d
D

x x y = _________， 

   (ln )(ln )d d
D

x y x y        
2 2

1 1
ln d ln dx x y y  ，其值等于___________________. 

2．更换下列二次积分的积分次序(要求画出积分区域)： 

(1) 
22 2

1 2
( , )

x x

x
dx f x y dy

−

−  ； 

 

(2) 
4 ( 4) 2

0 4
( , )

y

y
dy f x y dx

−

− −  ； 

 

(3)  −−

2

ln

1

),(
2 ye

dxyxfdy
2

1 2 2

1 ( 1)
( , )

y
dy f x y dx

+

−
+  . 

 

3．计算下列二重积分(要求画出积分区域)： 

(1) 
x y

D

e d+

 ，其中 {( , ) 1}D x y x y= +  ； 
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(2) 2 2( )
D

x y x d+ − ，其中D是由直线 2,y y x= = 及 2y x= 所围成的闭区域； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) cos( )
D

x x y d+ ，其中D是顶点分别为 (0,0) ，( ,0) ，( , )  的三角形闭区域； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4) 
2 2( )

D

x y d+ ，其中D是由直线 , , , 3 ( 0)y x y x a y a y a a= = + = =  所围成的 

闭区域. 

 

 

 

 

 

 

 

4．设 ( )f u 连续，证明
0 0

( )
2[ ( ) (0)]

( )( )

a x f y
dx dy f a f

a x a y


= −

− −
  . 
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5．平面薄片所占 xOy平面内的闭区域D是由直线 2,x y y x+ = = 和 x轴所围成，它

的面密度 2 2( , )x y x y = + ，求该薄片的质量. 

 

 

 

 

 

 

6．求由平面 0, 0, 1x y x y= = + = 所围成的柱体被平面 0z = 及抛物面 2 2 6x y z+ = −  

截得的立体的体积. 

 

 

 

 

 

 

7．填空题： 

(1) 将下列二重积分表示为极坐标形式的二次积分： 

① ( , )
D

f x y dxdy = _______________________，其中 2 2{( , ) 2 }D x y x y x= +  ， 

② ( , )
D

f x y dxdy = ____________________，其中 {( , ) 0 1 ,0 1}D x y y x x=   −   . 

(2) 将下列二次积分化为极坐标形式的二次积分： 

①
2 3

2 2

0
( )

x

x
dx f x y dy+ =                                    ，  

②
1
2

2

1
2 2

0
( )

x

x
dx x y dy

−
+ =  ___________________，其值等于________， 

③
22 2

2 2

0 0
( )

a ax x

dx x y dy
−

+ =  ________________________，其值等于_______. 

8．计算下列二重积分: 

(1) 
2 2ln(1 )

D

x y d+ + ，其中D是由圆周 2 2 1x y+ = 及坐标轴所围成的在第一象限 

内的闭区域； 
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(2) 
2 2 2

D

R x y d− − ，其中D是由圆周 2 2x y Rx+ = 所围成的闭区域； 

 

 

 

 

 

 

(3) 2 2 2
D

x y d+ − ，其中 2 2{( , ) 3}D x y x y= +  . 

 

 

 

 

 

 

9．平面薄片所占 xOy平面内的闭区域D是由螺线 2r = 上一段弧( 0
2


  )与直线 

2


 = 所围成，它的面密度为 2 2( , )x y x y = + ，求该薄片的质量. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10．计算以 xOy面上的圆周 2 2x y ax+ = 围成的闭区域为底，以曲面 2 2z x y= + 为顶 

的曲顶柱体的体积. 
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9.3  三重积分 

1．将下列三重积分化为三次积分：  

(1) 若 2 2{( , , ) ,0 1}x y z x y z z= +    ，则 ( , , )df x y z v


=  _________________； 

(2) 若是由曲面 ( 0)cz xy c=  ，柱面
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 及平面 0z = 所围成的在第一卦限 

内的闭区域，则 ( , , )d d df x y z x y z


= __________________________________； 

(3) 若 {( , , ) 0 1,0 1,0 1}x y z x y z=       ，则 

( )d d dx y z x y z


+ +  _____________________________，其值为_________；  

(4) 若区域关于 xOy面对称， ( , , ) ( , , )f x y z f x y z− = − ，则 ( , , )df x y z v


= _____， 

特别地，若 2 2 2{( , , ) 1}x y z x y z= + +  ，则
2 2 2

2 2 2

ln( 1)

1

z x y z
dv

x y z


+ + +
=

+ + + _____. 

2．计算下列三重积分： 

(1) 
2 2 2( )d d dx y z x y z



+ + ，其中 {( , , ) 0 1,0 1,0 1}x y z x y z=       . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) d d dz x y z


 ，其中是由曲面 2 21 1z x y= + − − 与平面 1z = 所围成的闭区域. 
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(3) 
3

1
d d d

(1 )
x y z

x y z


+ + + ，其中为平面 0x = ， 0y = ， 0z = ， 1x y z+ + =

所围成的四面体. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4) 
2 2( )d d dz x y x y z



+ ，其中 2 2{( , , ) ,0 1}x y z x y z z= +    . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(5) 设是两个球体 2 2 2 2x y z R+ +  及 2 2 2 2x y z Rz+ +  ( 0R  )的公共部分，计算 

2 dz v


 ． 
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3．填空题： 

(1) 若空间闭区域是由曲面
222 yxz −−= 及 22 yxz += 所围成，将 dz v



  

表示为柱面坐标下的三次积分为__________________________，其值为_______； 

(2) 曲面 azyx =+ 22 及
222 yxaz +−= 所围成空间区域的体积表示为三重 

积分________________________，或二重积分                               

或柱面坐标下的三次积分_________________________ ； 

(3) 设 2 2{( , , ) ,0 }x y z x y z z h = +    ，且 ( )f z 连续，将三重积分 ( )df z v


 化 

为柱面坐标下的三次积分为_________________________ ，化为球面坐标下的三次 

积分为                                ，化为先对 x , y 的二重积分，后对 z 的

定积分为                            ，可用定积分表示为__________________ . 

4．计算三重积分 2 2( )x y dv


+ ，其中 

(1) 是由曲面 )(254 222 yxz += 及平面 5=z 所围成的闭区域； 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 
2 2 2{( , , ) 0 0}x y z a x y z A z =   + +  ， . 
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5．计算三重积分 2 2 2x y z dv


+ + ，其中 

(1) 是由球面 2 2 2x y z z+ + = 所围成的闭区域； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 是由 2 24z x y= − − 及 2 2z x y= + 所围成的闭区域. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6．求上半球面 2 25z x y= − − 与旋转抛物面 2 2 4x y z+ = 所围成的立体的体积. 
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9.4  重积分的应用 

1．求球面 2 2 2 2x y z a+ + = 含在柱面 2 2x y ax+ = ( 0)a  内的曲面面积. 

 

 

 

 

 

 

2．求平面 1
x y z

a b c
+ + = 被三坐标面所割出的有限部分的面积. 

 

 

 

 

 

 

3．设薄片所占的闭区域D是介于两个圆 ,cosar = cosbr = )0( ba  之间 

的闭区域，求该均匀薄片的质心. 

 

 

 

 

 

4．一个半径为a ，高为h的均匀圆柱体（设密度 1= ） 

(1) 求该柱体关于其对称轴的转动惯量；  

 

 

 

 

 

(2) 求该柱体对在其对称轴上距上底为b处的一单位质点的引力. 
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总习题 9 

1． 选择题:  

(1) 
1 1

0 0
( , )

x

dx f x y dy
−

  = (       ). 

(A) 
1 1

0 0
( , )

x

dy f x y dx
−

           (B) 
1 1

0 0
( , )

x

dy f x y dx
−

    

(C) 
1 1

0 0
( , )dy f x y dx            (D) 

1 1

0 0
( , )

y

dy f x y dx
−

   

(2) 设 2 2 2{( , ) }D x y x y a= +  ，当 =a (       )时， 2 2 2

D

a x y dxdy − − = . 

(A) 1         (B) 3

2

3
        (C) 3

4

3
        (D) 3

2

1
  

(3) 当D是(       )围成区域时，二重积分 1
D

dxdy = . 

(A) x 轴， y 轴及 022 =−+ yx      (B) 
2

1
|| =x ,

3

1
|| =y   

(C) x 轴， y 轴及 4=x , 3=y        (D) 1|| =+ yx , 1|| =− yx   

(4) 设 {( , ) 0 1, 1 0}D x y x y=   −   ，则 xy

D

xe dxdy =  (       ). 

(A) 
e

1
         (B) e           (C) 

e

1
−          (D) 1. 

(5) 设圆域 2 2 2{( , ) }D x y x y a= +  ，则 2 2( )
D

x y dxdy+ =  (       ). 

(A) 
2

2 4

0 0

a

d a rdr a


 =           (B) 
2

2 4

0 0

1

2

a

d r rdr a


  =    

(C) 
2

2 3

0 0

2

3

a

d r dr a


 =           (D) 
2

2 4

0 0
2

a

d a adr a


  =    

(6) 设是由三个坐标面与平面 zyx −+ 2 =1 所围成的闭区域，则 xdv


 = (     ). 

(A) 
48

1
         (B) 

48

1
−        (C) 

24

1
        (D) 

24

1
−  

(7) 设是锥面
2

2 2

2
( 0)

z
x y c

c
= +  与平面 czyx === ,0,0 所围成的空间区域在 

第一卦限的部分，则 


dxdydz
z

xy
= (       ). 

(A) c
36

1
      (B) 

36

1
         (C) 

2

36

1
c        (D) c

36

1
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(8) 设是由 2 2 2z x y= + 及 1z = 所围成的闭区域，下列不正确的解法为(      ). 

(A) 
2 1 1

0 0 r
zdv d rdr zdz






=                  (B) 
2 1

0 0 0

r

zdv d rdr zdz





=    ； 

(C) 
2 sec

34

0 0 0
cos sinzdv d d r dr


 

   


=      (D) 
1 2

0 0 0

z

zdv dz d zrdr





=    . 

(9) 锥面 2 2z x y= + 被柱面 2 2z x= 所割下部分的曲面面积 S =  (      ). 

(A) 2           (B)            (C) 2          (D) 2 2  

2．计算下列二重积分: 

(1) 
2 2( )

D

x y d− ，其中 {( , ) 0 sin ,0 }D x y y x x =     ； 

 

 

 

 

 

 

(2) 
2( 3 6 9)

D

y x y d+ − + ，其中 2 2 2{( , ) }D x y x y R= +  ；  

 

 

 

 

 

(3) 
2 2( 2 2)

D

x y xy d+ − + ，其中D是圆域 2 2 1x y+  在第一象限的部分； 

 

 

 

 

 

(4) 
2 2max{ , }x y

D

e dxdy ，其中D是直线 0, 1, 0, 1x x y y= = = = 所围成的闭区域. 
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3．交换下列二次积分的次序(要求画出积分区域)： 

(1) 
1 2 3 3

0 0 1 0
( , ) ( , )

y y

dy f x y dx dy f x y dx
−

+    ； 

 

 

 

 

(2) 
21 1 1

0
( , )

x

x
dx f x y dy

+ −

  . 

 

 

 

 

4．计算下列三重积分: 

(1) cos( ) ,y x z dxdydz


+ 其中是由抛物柱面 xy = 及平面 0,y = 0,z =  

2
x z


+ = 所围成的区域； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 
2 2( )y z dv



+ ，其中是由 xOy 平面上曲线 xy 22 = 绕 x 轴旋转而成的旋转 

曲面与平面 5=x 所围成的闭区域. 
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5．求底圆半径相等的两个直交圆柱面 2 2 2x y R+ = ， 2 2 2x z R+ = 所围立体的体积 

和表面积. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6．计算三重积分
2 2 2 2

( , , )

x y z R

f x y z dv
+ + 

 ，其中

2 2 2

2 2 2 2

2 2

, 0,

( , , ) , 0 ,

0, .

x y z z

f x y z x y z x y

z x y

 + + 



= +   +


 +

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7．设 ( )f x 连续， 2 2 2{( , , ) ,0 }x y z x y t z h = +    ， 2 2 2( ) ( ( ))F t z f x y dv


= + + ， 

计算
dt

dF
与

2
0

)(
lim

t

tF

t +→
. 
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第 10 章  曲线积分与曲面积分 

10.1  第一类（对弧长的）曲线积分 

1．填空题： 

(1) 设C 为正方形 4x y+ = 的边界，则 d
C

xy s =               ； 

(2) 设C 为圆周 cos , sin (0 2 )x a t y a t t = =   ，则 2 2( ) dn

C
x y s+ =       ； 

(3) 设为圆周
2 2 2 2 ,x y z a

x y

 + + =


=
，则 2 22x z ds


+ =             ； 

(4) 曲线 2 33 , 3 , 2x t y t z t= = = 上从 (0,0,0)O 到 (3,3,2)M 的这段弧长为        ． 

2．计算下列曲线积分： 

(1) d
C

xy s ，其中C 为椭圆
2

2 1
4

y
x + = 位于第一象限的部分； 

 

 

 

 

 

 

 

(2) d
C

x s ，其中C 为直线 xy = 及抛物线 2xy = 所围成的区域的整个边界； 

 

 

 

 

 

 

(3) 
2 2 d

C
x y s+ ，其中C 为圆 2 2 4x y x+ = 的一周； 
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(4) 
2 2 2

1
ds

x y z + + ，其中为曲线 ttt ezteytex === ,sin,cos 上相应于 t 从0  

到 2的这弧段； 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

( 5 )  
2 dx yz s

 ，其中  为折线 ABCD ，这里 , , ,A B C D 依次为 (0,0,0),(0,0,2),  

(1,0,2),(1,3,2) . 

 

 

 

 

 

 

 

 

3．设曲线 xy ln= 上每一点的密度等于该点的横坐标的平方，求曲线在 3x = 和 

15x = 之间这一段的质量． 

 

 

 

 

 

 

4．计算半径为 R ,中心角为 2 的均匀圆弧(线密度 1 = )绕它的对称轴的转动惯量 

和形心坐标． 
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10.2  第一类（对面积的）曲面积分 

1．填空题： 

(1) 设是 xOy面上的一个有界闭区域D，则 ( , , )df x y z S


   ( , ,0)d
D

f x y  ； 

(2) 曲面 : ( , ), ( , )z z x y x y D =  的面积用第一类曲面积分表示为       ； 

(3) 设曲面关于 yOz 面对称，则第一类曲面积分 2 3 dxy z S


=        ； 

(4) 设是上半球面 2 24z x y= − − ，则
2 2 2

1
d

1
S

x y z

=
+ + +

           ． 

2．计算下列第一类曲面积分： 

(1) 计算
4

(2 )
3

x y z dS


+ + ，其中为平面 1
2 3 4

x y z
+ + = 在第一卦限的部分； 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 计算 2 2( )x y dS


+ ，其中是锥面 2 2z x y= + 及平面 1z = 所围成的区域的 

整个边界曲面； 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) 计算 ( )x y z dS


+ + ，其中为球面 2 2 2 2x y z a+ + = 上 (0 )z h h a   的部分； 
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(4) 计算 ( )xy yz zx dS


+ + ，其中为锥面 2 2z x y= + 被柱面 2 2 2x y ax+ = 所截 

得的有限部分． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 求抛物面壳 2 21
( )(0 1)

2
z x y z= +   的质量，此壳的面密度的大小为 z = ． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4．求均匀锥面
22 yxz += 在柱体 2 2 2x y x+  内的部分的面积和质心坐标． 
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10.3  第二类（对坐标的）曲线积分 

1. 填空题： 

(1) 设C 为折线OBA，这里 (0,0), (2,0), (2,1)O B A ，则 22 d d
C

xy x x y− =           ；  

(2) 设 L是 2xy = 上从点 (0,0) 到点 (2,4)的一段弧，则 2 2( )d
L

x y x− =            ； 

(3) 设 L为圆周 )0()( 222 =+− aayax 及 x 轴所围成的在第一象限内的区域的 

整个边界(按逆时针方向绕行)，则 d
L
xy x =            ； 

(4) 设 1 为

cos ,

sin ,

x a

y a

z b







=


=
 =

上从点 ( , 0, 0)A a 到点 ( , 0, 2 )B a b 的一段弧， 2 为直线段 

AB，则
1

2 2 2

dz

x y z
=

+ +                 ，
2

2 2 2

dz

x y z
=

+ +                 ． 

2．计算下列曲线积分 

(1) ( ) ( )
L

x y dx x y dy+ + − ，其中 L为依逆时针方向绕椭圆
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 一周的路径； 

 

 

 

    

  

   

   

   

   

(2) 
2 2

( ) ( )

L

x y dx x y dy

x y

+ − −

+ ，其中 L为圆周
222 ayx =+ (按逆时针方向绕行)； 
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(3)  −+++
L

dzyxydyxdx )1( ，其中 L是从点 )1,1,1( 到点 )4,3,2( 的一段直线． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3．在椭圆 tbytax sin,cos == 上每一点M 都有作用力F ，大小等于从点M 到 

椭圆中心的距离，而方向朝着椭圆中心，求质点P沿椭圆位于第一象限中的弧从 

点 )0,(aA 移动到点 ),0( bB 时, 力F

所做的功． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4．设C 为曲线
32 ,, tztytx === 上相应于 t 从0变到1的曲线弧，把对坐标的曲线 

积分  ++
C

RdzQdyPdx 化成对弧长的曲线积分． 
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10.4  格林公式及其应用 

1．利用格林公式计算下列曲线积分： 

(1) 
2y

L
xe dy−

 ，其中 L是以 (0,0), (1,1), (0,1)O A B 为顶点的三角形边界，方向为 

逆时针方向； 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 计算 ( sin 1) ( cos )x x

L
e y y dx e y x dy+ + + − ，其中 L是从 A到 B的下半圆周，圆 

的直径两端点 A B， 的坐标分别为 )0,1( 与 )0,7( ； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) 
2 2( ) ( sin )

L
x y dx x y dy− − + ，其中 L是在圆周 22y x x= − 上由点 )0,0( 到 

点 )1,1( 的一段弧． 
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2．利用曲线积分计算星形线： 3 3cos , sinx a t y a t= = 所围成的图形的面积． 

 

 

 

 

 

 

 

 

3．证明下列曲线积分在整个 xOy面内与路径无关，并计算积分值： 

(1) 
(2,3)

(1, 1)
( ) ( )x y dx x y dy+ + − ； 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 
(2,1)

4 2 3

(1,0)
(2 3) ( 4 )xy y dx x xy dy− + + − ． 

 

 

 

 

 

 

 

 

4．验证下列 ( , ) ( , )P x y dx Q x y dy+ 在整个 xOy平面内是某一函数 ),( yxu 的全微 

分，并求这样的一个 ),( yxu ： 

(1) 
2 2 2 2( 2 ) ( 2 )x xy y dx x xy y dy+ − + − − ； 
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(2) 4sin sin3 cos 3cos3 cos2x y xdx y xdy− ． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5．试确定的值，使曲线积分 4 1 2 4( 4 )d (6 5 )d
C

x xy x x y y y −+ + − 在全平面上与 

路径无关，并求
(2,3)

4 1 2 4

(1,1)
( 4 )d (6 5 )dx xy x x y y y −+ + − 的值． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6．试确定 a 的值，使得 2 2( cos sin ) ( cos sin )ax y y x dx ay x x y dy− + − 为某一函数 

( , )u x y 的全微分，并求 ( , )u x y ． 
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10.5  第二类（对坐标的）曲面积分 

1．设是平面 3=++ zyx 被三坐标面截下的部分的上侧，求： 

(1) xdydz


 ；    

 

 

 

 

 

(2) ( )x y dzdx


+ ；    

 

 

 

 

 

(3) yzdxdy


 ． 

 

 

 

 

 

 

2．计算下列第二类曲面积分： 

(1) d


F S ，其中 z x y= + +F i j k ，是柱面 2 2 1x y+ = 被平面 0z = 及 3z =  

所截得的在第一卦限内的部分的前侧． 
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(2) sin cos arctan
2

z
xdydz ydzdx dxdy



+ + ，是平面 2 22 ( 4)z x y= +  的下侧． 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) d


F S ，其中 ( , , )xz xy yz=F ，是平面 0z = ， 0x = ， 0,y = 1x y z+ + = 所 

围成的空间区域的整个边界曲面的外侧． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3．把 ( , , ) ( , , ) ( , , )P x y z dydz Q x y z dzdx R x y z dxdy


+ + 化成对面积的曲面积分，其中 

为上半球面 2 21z x y= − − 的上侧． 
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10．6  高斯公式 通量与散度 

1．利用高斯公式计算下列曲面积分： 

(1) 
2 2 2x dydz y dzdx z dxdy



+ + ，其中为平面 0, 0,x y= = 0z = , ,x a=  

,y a= z a= 所围成的立体的表面的外侧； 

 

 

 

 

 

 

 

(2) ( cos cos cos )x y z dS  


+ + ，其中是由 2 2 , 4z x y z= + = 所围成的立体的 

表面， cos ,cos ,cos   是外法线方向的方向余弦； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) d


F S ，其中 3 2x y z= + +F i j k , 是由 2 2 4, 1, 2x y z z+ = = = 所围成的 

立体的内表面； 
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(4) d


F S ，其中 2 2sinx x y z= + +F i j k , 其中是 2 21 1z x y= − − − 的上侧； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(5) 2yzdzdx dxdy


+ ，其中是 4222 =++ zyx 的外侧在 0z 的部分． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2．求向量 2(2 8 ) ( ) ( 2 )x z xz y y z= + − + + +A i j k 穿过曲面流向外侧的流量，其中 

是以点 (3, 1,2)− 为球心，半径 3R = 的球面． 

 

 

 

 

 

 

 

3．求下列向量场 A的散度： 

(1) xy yz xz= + +A i j k ；   (2) arctan( ) ln(1 )y xyx e yz= + + +A i j k ． 
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10.7  斯托克斯公式 环流量与旋度 

1．利用斯托克斯公式计算第二类空间曲线积分： 

(1) d


 F r ，其中 z x y= + +F i j k ，是闭折线 ABCA，这里 , ,A B C 的坐标分别 

为 (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)A B C ． 

 

 

 

 

 

 

(2) xydx yzdy zxdz


+ + ，其中为曲线
2 2

1

z x y

x y z

 = +


+ + =

，

，
从 z 轴正向看去沿逆时针 

方向． 

 

 

 

 

 

 

 

 

2．求向量场 z x y= + +A i j k 沿闭曲线：
2 2

4

z x y

z

 = +


=

，
的环流量，从 z 轴正向看 

去沿逆时针方向． 

 

 

 

 

 

 

3．求下列向量场 A的旋度； 

(1)
2 2 2x y y z z x= + +A i j k ，         (2) 

2 2 2x yz xy z xyz= + +A i j k .    
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总习题 10 

1．判断下列命题是否正确： 

(1) 
1 1

0 0
x y x y D

dx dy
dx dy d

x y


+ = + =

+
= + = =

+   ，其中D为 1=+ yx 所围成的区域； 

                                                              （       ） 

(2) 设 ( , ), ( , )P x y Q x y 在区域D内有连续的一阶偏导数，且
P Q

y x

 
=

 
，则在D 内 

曲线积分
L
Pdx Qdy+ 与路径无关；                               （       ） 

(3) 设是球面 2 2 2 2x y z R+ + = 的外侧， I zdxdy


=  ，由于积分曲面关于 xOy  

平面对称，被积函数是 z 的奇函数，故 0I = ；                      （       ） 

(4) 设是球面 2 2 2 2x y z a+ + = 的外侧，为球体 2 2 2 2x y z a+ +  ，则 

3 3 3 2 2 2 2 53 ( ) 3 4x dydz y dzdx z dxdy x y z dv a dv a
  

+ + = + + = =   ． （       ） 

2．填空题： 

(1) 设 L为曲线 xy −= 上从 1−=x 到 1=x 的一段，则
L
yds 之值为           ； 

(2) 设是球面 2 2 2 2x y z a+ + = 的外侧，则 2 2 2y xdydz z ydzdx x zdxdy


+ + 的值 

为              ； 

(3) 设为光滑的封闭曲面，V 为其所围立体的体积，  cos,cos,cos 为的外 

法线方向的方向余弦，则曲面积分 ( cos cos cos )x y z dS  


+ + =           ． 

3．计算下列曲线积分 

(1) 
L
yds ，其中 L是摆线 ( sin ), (1 cos )x a t t y a t= − = − 的一拱 )0( a ； 
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(2) d
L

 F r ，其中 2 2 2 2( ) ( )x y x y= + + −F i j , L为曲线 1 1y x= − −  (0 2)x  ， 

且设从原点经过 )1,1(A 到 )0,2(B 是积分所沿的方向． 

 

 

 

 

 

 

 

 

4．计算曲线积分
2

2 2

2 2
4 2 ln( )

L

y
dx x y x R x dy

R x

 + + + +
 +

 ，其中路径 L是沿 

圆周 2 2 2x y R+ = 由点 ( ,0)A R 依逆时针方向到点 ( ,0)B R− )的半圆，常数 0R  ． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5．计算下列曲面积分： 

(1) 
2 2( )y z dS



+ ，其中为圆锥面 2 2 (0 1)z x y z= +   ；  
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(2) d


F S ，其中 2 2 2( , , )y z z x x y= − − −F , 为锥面 2 2z x y= + (0 )z h   

的外侧； 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) 
2

2 2 2

xdydz z dxdy

x y z


+

+ + ，其中是介于平面 z R= − 及 z R= ( 0)R  之间的圆柱面 

2 2 2x y R+ = 的外侧． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6．证明：
2 2

xdx ydy

x y

+

+
在整个 xOy 平面除去 y 的负半轴及原点的开区域G 内是某个 

二元函数的全微分，并求出这样的二元函数． 
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7．求面密度为 的均匀半球壳 2 2 2 2 ( 0)x y z a z+ + =  对于 z 轴的转动惯量． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8．设在半平面 0x  内有力
3

( )
k

x y
r

= − +F i j 构成力场，其中 k 为常数， 

2 2r x y= + ，证明：在此力场中场力所做的功与所取的路径无关． 
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第 11 章   无穷级数 

11.1  常数项级数的概念和性质 

1．写出下列级数的一般项： 

(1) 
2 3 4 5 6

1 2 3 4 5

−
+ − + − + ；               

 

 

 

 

(2) 
2

3 5 7 9
+ + + +

x x x x x
； 

 

 

 

 

(3) 
2 31

1 4 4 7 7 10 10 13

a a a
+ + + +

   
. 

 

 

 

 

 

2．根据级数收敛与发散的定义判别下列级数的收敛性： 

(1) 
1 1 1 1

1 3 3 5 5 7 (2 1)(2 1)n n
+ + + + +

   − +
； 

 

 

 

 

 

(2) 
1

1

1n n n



= + +
 . 

 

 

 

 



高 等 数 学 作 业 集 

                                                                                                                                                                  56 

3．判别下列级数的收敛性： 

(1) 
3

1 1 1 1

2 2 2 2
+ + + + +

n
；  

 

 

 

 

 

(2) 
1 1 1 1

4 5 6 7
+ + + + ； 

 

 

 

 

 

(3) 
2 3 4

2 3 4

8 8 8 8

9 9 9 9
− + − + − ；  

 

 

 

 

 

 

(4) 
1

3 ( 2)

3

n

n
n



=

+ −
 ； 

 

 

 

 

 

 

 

(5) 
1 10 9n

n

n



= +
 . 
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11.2  常数项级数的审敛法 

1． 用比较法或比较法的极限形式判别下列级数的收敛性： 

(1) 
1 1 1

1
3 5 7

+ + + + ；             (2) 


= +1 1

1

n nn
; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) 


= +1 23

1

n
n
；                   (4) 



=1
2

1
sin

n n
； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(5) 


= ++

+

1
2 54

1

n nn

n
；              (6) 



=









+

1

1
1ln

n n
. 
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2．用比值法判别下列级数的收敛性： 

(1) 


=

+

1

2

5

2

n
n

n
；                   (2) 



=1

!3

n
n

n

n

n
；  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) 


=
+

1
12

tan
n

n
n


；                (4) 



=1
2)!(

)!2(

n n

n
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3．用根值法判别下列级数的收敛性： 

(1) 


=









+

1

2

1
2

n
n

n

n
；                  (2) 

ln
1

2

3

n

n
n



=

 . 
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4．用适当的方法，判别下列级数的收敛性： 

(1) 
1

3

4

n

n

n


=

 
 
 

 ；                   (2) 
1

1
( 0, 0)

n

a b
na b



=

 
+

 ； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) 
1 2 1n

n n

n



=

−

−
 ；                  (4) 



=1

2

2n
n

n
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5．判别下列级数是否收敛？若收敛，是绝对收敛还是条件收敛？ 

(1) 


=
−

−−
1

1

1

3
)1(

n
n

n n
；              (2) 

2

1
1

2

1
)1(

1

n

n
n

n

n








+−



=

； 
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(3) 


= −

−

2
2

)1(

n

n

nn
；                 (4) 

1

1

( 1)
1

n

n

n

n


−

=

−
+

 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6．若级数


=1

2

n

na ，


=1

2

n

nb 收敛，证明：级数


=1n

nnba ，


=1n

n

n

a
都收敛. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7．若正项数列 na 单调增加且有上界，证明：级数
1 1

1 n

n n

a

a



= +

 
− 

 
 收敛. 

 

 

 

 

 

 

 

 



    年  月  日       姓名        学号             

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                61 

11.3  幂级数 

1． 求下列幂级数的收敛域： 

(1) 


=1n

nnx ；                      

 

 

 

 

(2) 


=1

!
n

nxn ； 

 

 

 

 

(3) 


= 1 )2(42n

n

n

x
；              

 

 

 

 

 

(4) 


=

−

1

)5(

n

n

n

x
； 

 

 

 

 

 

 

 

(5) 


=

+

+
−

1

12

12
)1(

n

n
n

n

x
. 
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2．求下列级数在收敛域内的和函数： 

(1) 


=1n

nnx ；                    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 


=

−

−1

12

12n

n

n

x
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3．求级数


=

−

1 2

12

n
n

n
的和. 
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11.4  函数展开成幂级数 

1．将下列函数展开成 x 的幂级数，并求展开式成立的区间： 

(1) ln(2 )x+ ；                    (2) 
2sin x ； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) 
21

x

x+
；                     (4) 

2

x

x+
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2．将 ( ) lgf x x= 展开成 ( 1)x − 的幂级数. 
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3．将
2

1
( )

3 2
f x

x x
=

+ +
展开成 ( 4)x + 的幂级数. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4．求幂级数 2

0

2 1

!

n

n

n
x

n



=

+
 的收敛域及和函数. 
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11.6  傅里叶级数 

1． 已知 ( )f x 是以2 为周期的周期函数，在 x −   上 ( )f x 的表达式为 

0, 0,
( )

, 0 ,
x

f x
x x




−  
=

 
 

设 )(xs 是 ( )f x 的傅里叶级数的和函数，求 )
2

(


s ， )
2

(


−s ， )(s ， )
2

7
(


s . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2． ( )f x 是周期为 2 的周期函数，试将 ( )f x 展开成傅里叶级数，如果 ( )f x 在  

),[ − 上的表达式为：






−
=

.0,

,0,
)(





xax

xbx
xf  
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3．将 ( )f x 展开成傅里叶级数，其中 ( ) 2sin
3

x
f x = )(  − x . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4．将函数 ( ) (0 )
2

x
f x x




−
=   展开成正弦级数. 
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5．将 2( ) 2 (0 )f x x x =   展开成余弦级数. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6．设周期函数 ( )f x 的周期为2 ，证明：如果 ( ) ( )f x f x− = − ，则 ( )f x 的 

傅里叶系数 0 2 20, 0, 0 ( 1,2, )k ka a b k= = = = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



高 等 数 学 作 业 集 

                                                                                                                                                                  68 

12.7  周期为 2l 的周期函数的傅里叶级数 

1．将周期函数 ( )f x 展开成傅里叶级数， ( )f x 在一个周期内的表达式为： 

2 1, 3 0,
( )

1, 0 3 .

x x
f x

x

+ −  
= 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2．将函数

1
, 0 ,

2
( )

1
1 , 1

2

x x

f x

x x


 

= 
 −  


展开成正弦级数. 
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总习题 11 

1． 填空题： 

(1) 级数
1

1
( 0)

1 n
n

a
a



=


+

 ，当a        时，级数收敛，当a        时级数发散； 

(2) 级数
2

1

( 2)

4

n

n
n

x

n



=

−
 的收敛区间是                 ； 

(3) 幂级数
0

1

!

n

n

n
x

n



=

+
 的和函数为                 ； 

(4)  2

1, 0,
( )

1 , 0 ,
x

f x
x x




− −  
=

+  
则其以2 为周期的傅里叶级数在点 x = 处 

收敛于             ，在
2

x


= 处收敛于              . 

2． 选择题： 

(1) 若(       )成立，则级数


=1n

na 必收敛. 

(A) 1 2n n
s a a a= + + + , 数列 }{

n
s 有界      (B) lim 0n

n
a

→
=  

(C) 1 2 3 4 5 6( ) ( )a a a a a a+ + + + + + 收敛     (D) 1 2n n
s a a a= + + + , n

n
s

→
lim 存在 

(2) 设常数 0k  ，则级数
2

1

( 1)n

n

k n

n



=

+
− 的敛散性为 (       ). 

(A) 发散  (B) 绝对收敛  (C) 条件收敛  (D) 收敛性与 k 的取值有关 

(3) 若级数
1

( 1)n

n

n

a x


=

− 在 1x = − 处收敛，则此级数在 2x = 处(       ). 

(A) 条件收敛  (B) 绝对收敛  (C) 发散  (D) 收敛性不能确定 

(4) 若
1

( 1) ln(1 )n

na
n

= − + ，则下列结论正确的是 (       ). 

(A) 
1

n

n

a


=

 与 2

1

n

n

a


=

 都绝对收敛   (B) 
1

n

n

a


=

 条件收敛， 2

1

n

n

a


=

 绝对收敛   

(C) 
1

n

n

a


=

 与 2

1

n

n

a


=

 发散         (D) 
1

n

n

a


=

 发散， 2

1

n

n

a


=

 收敛 

(5) 若正项级数
1

n

n

u


=

 收敛，则下列结论正确的是 (       ). 

(A) 1lim 1n

n
n

u

u
+

→
=              (B) lim 1n

n
n

u 
→

=   

(C) 1

1

( )n n

n

u u


+

=

+ 收敛          (D) 
1

n

n

u


=

 收敛 
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3． 判别下列级数的收敛性： 

(1) 
1

1
n

n n n



=

 ；                     (2) 

2

1

cos
3

2n
n

n
n




=

 ；  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) 

2

1

1
n

n

n

n



=

+ 
 
 

 ；                 (4) 
1

( 1)

ln

n

n n n



=

−

−
 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4．将下列函数展开成 x 的幂级数： 

(1) 
2

1

(2 )x−
；                    (2) 

1xd e

dx x

 −
 
 

. 
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5．求下列幂级数的和函数： 

(1) 
1 ( 1)

n

n

x

n n



= +
 ；                 (2) 

2 1

0

1
( 1)

(2 1)!

n n

n

n
x

n


+

=

+
−

+
 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6．设 0, 0n na b  ，且 1 1n n

n n

a b

a b

+ + ，证明：若级数


=1n

nb 收敛，则级数
1

n

n

a


=

 收敛. 
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7．证明：若数列{ }nna 的极限存在，级数 1

1

( )n n

n

n a a


−

=

− 收敛，则级数
1

n

n

a


=

 收敛. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8．设正项数列{ }na 单调减少，且
1

( 1)n

n

n

a


=

− 发散，试问级数
1

1
( )

1

n

n na



= +
 是否收敛？

并说明理由. 
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第 12 章 微分方程 

12.1  微分方程的基本概念 

1．求下列微分方程满足初始条件的特解： 

(1) 

1

0
x e

y
x

y
=


 =


 =

； 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 
0

0

6

0

2
x

x

y x

y

y
=

=

 =


=
  =

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

2．已知曲线过点 )1,1(− ，且曲线上任一点的切线与 x轴交点的横坐标等于切点横坐 

标的平方，写出此曲线所满足的初值问题. 
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12.2  可分离变量的微分方程 

1. 求下列微分方程的通解： 

(1) ln 0xy y y − = ；               (2) 
22( )y xy y y  − = + ； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) ( ) ( ) 0x y x x y ye e dx e e dy+ +− + + = .      

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 求下列微分方程满足初始条件的特解： 

(1) 0cos sin cos sin , |
4

xx ydy y xdx y


== = ； 
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(2) 0( 1) 1 2 , | 0y

x

dy
x e y

dx

−

=+ + = = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 一曲线经过点 (2,3)，它在两坐标轴间的任意切线线段均被切点所平分，求这曲线

方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4．将温度为 0T 的物体放在温度为 1T 的空气中逐渐冷却 0 1( )T T ，由实验测定，物体

在空气中冷却的速度与这一物体的温度和其周围空气的温度之差成正比，求任意时

刻 t 物体的温度. 
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12.3  一阶线性微分方程 

1．求下列微分方程的通解： 

(1) 
2 1xy y x + = + ；   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) tan sin 2y y x x + = ； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) 
3(2 ) 1 0xy y y− + = . 
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2．求微分方程 tan sec
dy

y x x
dx

− = 满足条件 (0) 0y = 的特解. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3．设 ( )f x 具有连续的一阶导数，且满足 2 2 2

0
( ) ( ) ( )

x

f x x t f t dt x= − + ，求 ( )f x 的 

表达式. 
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12.4  全微分方程 

1．判别下列方程中哪些是全微分方程，并求全微分方程的通解： 

(1) 
2 22 ( ) 0xydx x y dy+ + = ；  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 
2( 2 ) 0y x y dx x dy− − = ； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) ( cos cos ) sin sin 0x y x y y x y+ − + = ； 
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(4) 
2 2 2( 2 ) ( ) 0a xy y dx x y dy− − − + = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2．用观察法求下列方程的积分因子，并求其通解： 

(1) 022 =+− dxxyxdyydx ；     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 
2 2( )xdx ydy x y dx+ = + . 
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12.5  可降阶的高阶微分方程 

1．求下列各微分方程的通解： 

(1) 
xy xe = ；    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 
2(1 ) 2 1x y xy + + = ； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) 
22

( ) 0
1

y y
y

 + =
−

. 
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2．求下列各微分方程满足初始条件的特解： 

(1) 
2

0 0(1 ) 0, | 0, | 1x xx y xy y y= =
  − − = = = ； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 
3

1 11 0, | 1, | 0x xy y y y= =
 + = = = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3．设函数 ( )u f r= ， 2 2r x y= + 在 0r 内满足方程
2 2

2 2
0

u u

x y

 
+ =

 
，其中 ( )f r  

二阶可导，求 ( )f r . 
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12.6  高阶线性微分方程 

1．验证：函数 x
x

x

C
xCy ln

9

2

25

1
−+= 是方程 2 23 5 lnx y xy y x x − − = 的通解. (其中

1 2,C C 为任意常数) . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2．已知 1( )y x x= 是齐次线性方程 2 2 2 0x y xy y − + = 的一个解，求非齐次线性方程 

2 32 2 2x y xy y x − + = 的通解. 
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12.7  二阶常系数齐次线性微分方程 

1．求下列微分方程的通解： 

(1) 4 0y y − = ；                 (2) 2 3 0y y y + + = ； 

 

 

 

 

 

 

 

(3) 
2

2
4 20 25 0

d x dx
x

dt dt
− + = ；       (4) 3 3 0y y y y  + + + = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

2．求下列微分方程满足所给初始条件的特解： 

(1) 0 03 4 0, | 0, | 5x xy y y y y= =
  − − = = = − ； 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 0 04 4 0, | 1, | 1;x xy y y y y= =
  + + = = = . 
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(3) 0 04 13 0, | 0, | 3x xy y y y y= =
  − + = = = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3．长6米的链条自桌上滑下，运动开始时，链条垂下部分为1米，若不计摩擦，问 

链条全部滑下桌面需要多少时间？ 
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12.8  二阶常系数非齐次线性微分方程 

1．求下列微分方程的通解： 

(1) 2 2 xy y y e + − = ；         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 3 2 xy y y xe − + = ； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) 9 siny y x x + = ；  
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(4) 
2siny y x − = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2．设函数 ( )f x 连续，且满足
0

( ) sin ( ) ( )
x

f x x x t f t dt= − − ，求 ( )f x . 
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12.9  变量代换法 

1．求下列齐次方程的通解： 

(1) ln
dy y

x y
dx x

= ；                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) (1 2 ) 2 (1 ) 0

x x

y y x
e dx e dy

y
+ + − = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2．求微分方程 ( ) (3 3 4) 0x y dx x y dy+ + + − = 的通解. 
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3．设有连接点 (0,0)O 和 (1,1)A 的一段向上凸的曲线弧OA ，对于OA 上任一点 

( , )P x y ，曲线弧OP 与直线段OP所围图形的面积为 2x ，求曲线弧OA 的方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4．求伯努利方程 4dy
y xy

dx
− = 的通解. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5．作变换 tx e= ，求欧拉方程 2 22 2 ln 2lnx y xy y x x − + = − 的通解. 
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总习题 12 

1．判别下列一阶微分方程的类型： 

(1) 

2 3

0
y xdy e

dx y

+

− = ；                                (                     ) 

(2) 
2 3 3( ) 0x ydx x y dy− + = ；                         (                     ) 

(3) ( 1) ( 1)xdy
x xy e x

dx
+ − = + ；                       (                     ) 

(4) 
23 0

dy
xy xy

dx
− − = ；                             (                     ) 

(5) 
3

y
y

x y
 =

+
；                                   (                     ) 

(6) 
2 2 3(2 3 ) ( 6 ) 0xy y dx x xy y dy− + − − = .              (                     ) 

2．选择题： 

(1) 微分方程 1xy y e − = + 的一个特解应具有形式 (        ). 

(A) 
xae b+ ;    (B) 

xaxe b+ ;    (C) 
xae bx+ ;    (D) 

xaxe bx+ . 

(2) 已知函数 ( )y y x= 在任意点 x 处的增量
21

y
y x

x
 =  +

+
，且当 0x → 时，   

是 x 的高阶无穷小， (0)y = ，则 (1)y 等于(        ). 

(A) 2 ;        (B)  ;         (C) 4e


;         (D) 4e


 . 

(3) 在下列微分方程中，以 1 2 3cos2 sin 2xy C e C x C x= + + 为通解的是(        ). 

(A) 4 4 0y y y y  + − − = ;       (B) 4 4 0y y y y  + + + = ;  

(C) 4 4 0y y y y  − − + = ;      (D) 4 4 0y y y y  − + − = . 

 

3. 已知某曲线经过点 (1,1) ，它的切线在纵轴上的截距等于切点的横坐标，求曲线方 

程. 
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4．设函数 ( )f t 在[0, )+ 上连续，且满足
2

2 2 2

4 2 2

4

1
( ) ( )

2

t

x y t

f t e f x y dxdy

+ 

= + + ， 

求 ( )f t . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5．设函数 ( )f x 具有二阶连续导数， (0) 0, (0) 1f f = = ，且 

2[ ( ) ( ) ] [ ( ) ] 0xy x y f x y dx f x x y dy+ − + + =  

为全微分方程，求 ( )f x 并解此全微分方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. (1) 验证函数
3 6 9 3

( ) 1 ( )
3! 6! 9! (3 )!

nx x x x
y x x

n
= + + + + + + −   + 满足微分方程 

xy y y e + + = ； 

(2) 利用(1)的结果求幂级数
3

0 (3 )!

n

n

x

n



=

 的和函数. 
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答案与提示 

第 8 章 多元函数微分学及其应用 

8.1 多元函数 

1．
2( ) ( )+ +xy xx y xy . 

2．(1)  2( , ) 2 1 0= − + D x y y x ；  (2)  ( , ) 0, 0= +  − D x y x y x y ； 

   (3)  ( , ) , 0=  D x y x y y ；    (4)  2 2( , ) 1, 0= +   D x y x y y x .      

3．(1) 1；   (2) ln 2  ；    (3) 
1

4
− ；    (4) 2 ；   (5) 2 ；   (6) 0 . 

8.2  多元函数的偏导数 

1．(1) 1；  (2) 
4


；  (3) 2 . 

2．(1) 
2 33


= −



z
x y y

x
，

3 23


= −


z
x xy

y
；    

(2) 
2

1
= −



s v

u v u
 ，

2

1
= −



s u

v u v
； 

   (3) 
1

2 ln


=



z

x x xy
，

1

2 ln


=



z

y y xy
； 

   (4) cos( ) sin(2 )


= −


z
y xy y xy

x
， cos( ) sin(2 )


= −



z
x xy x xy

y
； 

   (5) 
1−

=


y

z
u y

x
x z

，
1

ln


= 


y

z
u

x x
y z

，
2

ln ( )


=  −


y

z
u y

x x
z z

； 

   (6) 

1

2

( )

1 ( )

− −
=

 + −

z

z

u z x y

x x y
，

1

2

( )

1 ( )

− − −
=

 + −

z

z

u z x y

y x y
，

2

( ) ln( )

1 ( )

 − −
=

 + −

z

z

u x y x y

z x y
. 

3．(1) 

2
2 2

2
12 8


= −



z
x y

x
，

2

 

z

x y
=

2

16


= −
 

z
xy

y x
，

2
2 2

2
12 8


= −



z
y x

y
； 

   (2) 

2

2 2 2 2

2

( )


=

 +

z xy

x x y
，

2

 

z

x y
=

2 2 2

2 2 2( )

 −
=

  +

z y x

y x x y
，

2

2 2 2 2

2

( )


= −

 +

z xy

y x y
. 

4． 0,2, 2,0− . 

5. (0,0) , (0,0) 0=不存在x yf f . 

8.3  全微分 

1.  (1) (D)； (2) (B).   

2．(1) 
2

1
( ) ( )= + + −

x
dz y dx x dy

y y
 ； (2) 

2

1
= − +

y y

x x
y

dz e dx e dy
xx

； 

   (3) 
2

2 2

( )

− +
=

−

tds sdt
du

s t
；           (4) 

1 ln ln−= + +yz yz yzdz yzx dx zx xdy yx xdz . 

3．
3

11
− ， 0.3− .    
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4．
3

2 2 2( )

−
=

+

xy
dz dx

x y

2

3

2 2 2( )

+

+

x
dy

x y

；
(1,0)

=dz dy . 

5．
(1,0)

2 ( 2)= + +dz edx e dy .   

6．
(1,1,1)

1 1

2 2
= − +du dx dy dz . 

8.4  多元复合函数的求导法则 

1．(1) 

2

3 2

3 12

1 (3 4 )

−

− −

t

t t
；(2) sinaxe x . 

2．(1) 4 , 4x y . 

(2) 

2

2 2

2 3
ln(3 2 )

(3 2 )
− +

−

x x
x y

y y x y
， 

2 2

3 2

2 2
ln(3 2 )

(3 2 )
− − −

−

x x
x y

y y x y
. 

3．(1) 
1 22


 = +



xyu
xf ye f

x
， 1 22


 = − +



xyu
yf xe f

y
； 

   (2) 
1

1 2ln−
 = +



y xu
yx f y yf

x
，

1

1 2ln −
 = +



y xu
x xf xy f

y
； 

(3) 
1 2 3


  = + +



u
f yf yzf

x
， 2 3


 = +



u
xf xzf

y
，

3


=



u
xyf

z
. 

4． 0 . 

5．(1)
2

11
y f ，  1 11 12( )  + +f y xf f ， 

2

11 12 222  + +x f xf f ； 

(2) 11 12 222

2 1
  + +f f f

y y
， 12 22 22 3 2

1
  − − −

x x
f f f

y y y
，

2

2 223 4

2
 +

x x
f f

y y
. 

8.5  隐函数的求导公式 

1．(1) 

2

cos 2

−

−

xy e

y xy
；  (2) 

2 −

x

z
. 

2. (0) 0, (0) 1. = = −f f  

3．


=
 +

z z

x x z
，

2

( )


=

 +

z z

x y x z
. 

4．
5 3 2 2

2 3

2

( )

− −

−

z xyz x y z

z xy
. 

5．(1) 
(6 1)

2 (3 1)

+
= −

+

dy x z

dx y z
,

3 1
=

+

dz x

dx z
；   

(2) 
sin

(sin cos ) 1


=

 − +u

u v

x e v v
，

cos

(sin cos ) 1

 −
=

 − +u

u v

y e v v
， 

cos

[ (sin cos ) 1]

 −
=

 − +

u

u

v v e

x u e v v
，

sin
.

[ (sin cos ) 1]

 +
=

 − +

u

u

v v e

y u e v v
 

6. 
1 341

  = +
 +

w y
f f

x u
. 
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8.6  方向导数与梯度 

1．(B).      2．1 2 3+ .      3．
2

3
.        4．

3

3
.  

5．(1) 72cos 72sin + ；(2) 梯度方向， 72 2 . 

6． (3, 2, 6)− − ， (6,3,0) . 

8.7  多元函数微分学的应用 

1．切线方程：

( 1)
1 2 22

1 1 2


− −

− −
= =

x
y z

，法平面方程： 2 4
2


+ + = +x y z .  

2．切线方程：

1

2 12

1 4 8

−
− −

= =
−

x
y z

，法平面方程： 2 8 16 1− + =x y z . 

3．切线方程：
1 1 1

16 9 1

− − −
= =

−

x y z
，法平面方程：16 9 24+ − =x y z . 

4．切平面方程： 2 4+ =x y ，法线方程：

2 1

1 2

0

− −
=


 =

x y

z

 . 

5．切平面方程：
11

2
2

− + = x y z . 

8.8  多元函数的极值、最值和条件极值 

1．(1) (D)；   (2) (C).         

2．极小值
1

( , 1)
2 2
− = −

e
f .      

3．
1 1 1

( , )
2 2 4

=z .              

4．当两直角边都为
2

l
时，周长最大为 ( 2 1)+ l . 

5．当矩形的边长为
2

3

p
及

3

p
时，绕短边旋转所得圆柱体的体积最大. 

6．当长、宽、高都是
2

3

a
时，体积最大. 

7．最大值 8，最小值 0. 

8．最大值 72，最小值 6. 

总习题 8 

1．(1) 
1

2

1
( ln )

1 ( )

− +
+

y y

y
yx dx x xdy

x
；  (2) 

1
ln 3

3
；   (3) (1,1) ； 

(4) 2 2 6+ + =x y z ；   (5) 1 2 1 22 2

1 1
( )   + − −

x y
f dx f f dy f dz

y z y z
. 

2．(1) (A)；  (2) (C)；  (3) (B). 

3．
1

2
− . 
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4．
2

3 4

1 2 11 224 2


   = + + −
 

z
x f xf x yf yf

x y
. 

5． (1) 
1

[(2 ) (2 ) ]
1

 


 = − + −
+

dz x dx y dy ； (2) 
3

2(2 1)

(1 )





 +
= −

 +

u x

x
. 

6．
2 2

( 2 )

2( )

 + −
=

 −

u v u y x

x u v
，

2 2

(2 )

2( )

 − −
=

 −

v v x y u

x u v
. 

7． (1) 连续； (2) (0,0) (0,0) 0= =x yf f ； (3) 不可微. 

8． 0 . 

9．切线方程：
1 1 2

1 0 2 2

− − −
= =

−

x y z
；法平面方程： 2 2 0− =x z . 

10．法线方程为：
3 4 3 4 27 16

3 6 2

+ − −
= =

−

x y z
. 

11．(1) 0 0 0


= + +

 P

u
x y z

n
；  (2) 当 0 0 0

1

3
= = =x y z 时, 方向导数取最大值. 

 

第 9 章 重积分 

9. 1  二重积分的概念与性质 

1．(1) d d
D

x y ；  (2) 
2 2

2 2

9

9 d
+ 

− −
x y

x y ；  (3) (i) ， (ii) ；  (4)  . 

2．(1)
2 3( ) ( ) +  + 

D D

x y d x y d ； (2) 
2ln( ) [ln( )] +  + 

D D

x y d x y d . 

3．
2 236 ( 4 9) 100   + + 

D

x y d . 

9.2  二重积分的计算 

1．(1) 
2 2

0
( , )

−

− 
r r x

r
dx f x y dy ；    (2) 

1 2 2 2

1 1
1

2

( , ) ( , )+   y
y

dy f x y dx dy f x y dx ； 

(3) 1；   (4) 
1

(1 cos1)
2

− ；    (5) 2ln 2 1− , =, 
2(2ln 2 1)− . 

2．(1) 
21 1 1

0 2
( , )

+ −

− 
y

y
dy f x y dx ；  (2) 

20 4

2 2 4
( , )

−

− + 
x

x
dx f x y dy ；  (3) 

2 1

0
( , )

−

+

  x

x

e
dx f x y dy ； 

3．(1) 
1−−e e ；  (2) 

13

6
；  (3) 

3

2


− ；  (4) 

414a .       5．
4

3
.      6．

17

6
. 

7．(1) ① 
2cos

2

0
2

( cos , sin )




   
− d f r r rdr ，② 

1(cos sin )
2

0 0
( cos , sin )


 

  
−+

 d f r r rdr ； 

(2) ① 
2sec

3

0
4

( )




  d f r rdr ， ② 
2

sin

4 cos

0 0

 

 d dr , 2 1− ， ③ 
2 2 cos

3

0 0

 

 
a

d r dr ，
43

4
 a . 

8．(1) (2 ln 2 1)
4


− ；  (2) 

3 4
( )

3 3
 −

R
；   (3) 

5

2
 .  

9．
5

40


.     10． 43

32


a . 
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9.3  三重积分 

1．(1) 
2

2 2 2

1 1 1

1 1
( , , )

−

− − − +  
x

x x y
dx dy f x y z dz ；  (2) 

2

2
1

0 0 0
( , , )

−

  
x xy

a b
cadx dy f x y z dz ； 

(3) 
1 1 1

0 0 0
( )+ +  dx dy x y z dz ，

3

2
；   (4) 0,0 .   

2．(1) 1； (2) 
11

12
 ； (3) 

1 5
ln 2

2 8

 
− 

 
；   (4) 

8


；  (5) 

559

480
R . 

3．(1) 
2

2

2 1 2

0 0




−

  
r

r
d rdr zdz ,  

7

12


；   

   (2) 



 dv , 

2 2
2 2(2 )

+
− + −

D

x y
a x y dxdy

a
, 2

2 2

0 0




−

  
a a r

r

a

d rdr dz ； 

(3) 
2

0 0
( )



  
h h

r
d rdr f z dz ，

2
24 cos

0 0 0
( cos ) sin




     
h

d d f r r dr ， 

0
( ) d d  ，

z

h

D

f z dz x y 其中
2 2 2{( , ) ,0 }= +   zD x y x y z z h ， 2

0
( )

h

z f z dz . 

4.  (1) 8 ；  (2) 
5 54

( )
15


−A a .  

5.  (1) 
10


；   (2) 4 (2 2) − .  

6． 
2

(5 5 4)
3
 − .   

9.4  重积分的应用 

1．
22 ( 2) −a .  

2．
2 2 2 2 2 21

2
+ +a b b c c a .   

3．
2 2

, 0
2( )

 + +
 

+ 

a ab b

a b
.       

4.  (1) 
21

2
a M (

2 =M a h 为圆柱体的质量)； 

(2) 建立直角坐标系，使圆柱体的下底位于 xOy 面上，且使中心位于坐标原点，所求引力  

2 2 2 2(0,0,2 ( ( ) ))F k a b h a b h= + + − + − . 

总习题 9 

1.  (2) (D)； (2) (B)； (3) (A)； (4) (A)； (5) (B)； (6) (A)； (7) (A)； (8) (B)；  (9) (C). 

2．(1) 
2 40

9
 − ；   (2) 

4 29
4


+R R ；   (3)

2
( 2 1)

3 2


− + ；   (4) 1−e . 

3．(1) 
2 3

0
2

( , )
−

 
x

xdx f x y dy ；  (2) 
2 21 2 2

0 0 1 0
( , ) ( , )

−

+   
y y y

dy f x y dx dy f x y dx . 

4．(1) 

2 1

16 2


− ；  (2) 

250

3
 .  

5． 316

3
R ；

216R ．  
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6． 4 5

2 8 4

  
+ 

 
R .      

7． 2 21
2 ( )

3


 
+ 

 
ht h f t ， 21

(0)
3


 

+ 
 

h h f . 

第 10 章  曲线积分与曲面积分 

10. 1  第一类(对弧长的)曲线积分 

1．(1) 0 ；   (2) 
2 12 +na ；    (3) 

22a ；    (4) 5 . 

2．(1) 
14

9
；  (2) 

1
(5 5 6 2 1)

12
+ − ；    (3) 32 ；   (4) 

23
(1 )

2

−− e ；  (5) 9 . 

3．
56

3
.  

4．所求转动惯量
3 ( sin cos )  −R ；形心在扇形的对称轴上且与圆心距离

sin



R
处． 

10.2  第一类(对面积的)曲面积分 

1． (1) =  ；   (2) 



 dS ；     (3) 0 ；       (4) 
8

3
 ． 

2． (1) 4 61 ； (2) 
1 2

2


+
；  (3) 

3 2( ) −a ah ； (4) 
464

2
15

a ． 

3．
2

(6 3 1)
15


+ ．  

4． 2 ；
32

1, 0,
9

 
 
 

 ． 

10.3  第二类(对坐标的)曲线积分 

1．(1) 4− ； (2) 
56

15
− ；  (3) 

3

2


− a ； (4) 

1 2
arctan

b

a a
，

1 2
arctan

b

a a
. 

2．(1) 0 ；  (2) 2− ；   (3) 13 . 

3．
2 21

( )
2

−a b .             

4．
2 2

2 3

1 4 9C

P xQ yR
ds

x y

+ +

+ +
 . 

10.4  格林公式及其应用 

1．(1) 
11

(1 )
2

−− e ；  (2) 9 6− + ；   (3) 
sin 2 7

4 6
− . 

2． 23

8
a .           3．(1) 

5

2
；  (2) 5 . 

4．(1) 

2 3
2 2

3 3
+ − −

x y
x y xy ； (2) cos2 sin3− x y ． 

5． 3 = , 
109

5
− ． 

6． 2=a , 
2 2cos cos+y x x y ． 
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10.5  第二类(对坐标的)曲面积分 

1．(1) 
9

2
； (2)  9； (3) 

27

8
． 

2．(1) 6 ；  (2) 
2− ；  (3) 

1

8
．    

3． 2 2( 1 )


+ + − − xP yQ x y R dS . 

10.6  高斯公式 通量与散度 

1．(1) 
43a ； (2) 24 ； (3) 16− ； (4) 

6


； (5) 12 ．      

2．108 ． 

3．(1) + +y z x ； (2) 
1

2 11 ( )

− + +
++

xy
y

xy

xe y
yx

yze
． 

10.7  斯托克斯公式 环流量与旋度 

1．(1) 
3

2
； (2) 

3

2


− ．  

2． 4 ． 

3．(1) 
2 2 2− − −y i z j x k ； (2) 

2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )− + − + −xz xy i xy yz j y z x z k ． 

总习题 10 

1．(1) 是；  (2) 非； (3) 非； (4) 非． 

2．(1) 2− ；   (2) 
54

5
a ；    (3) 3V ． 

3．(1) 
232

3
a ； (2) 

4

3
．                   

4．
22R ． 

5．(1) 
3

2
4

 ； (2) 
4

4


− h ； (3) 

21

2
 R ． 

6．
2 21

ln( )
2

+x y ．               

7． 44

3
a ． 

第 11 章   无穷级数 

11.1  常数项级数的概念和性质 

1．(1) 
1

( 1)
+

− n n

n
； (2) 

2

2 1+

n

x

n
； (3) 

1

(3 2)(3 1)

−

− +

na

n n
. 

2．(1) 收敛；   (2) 发散. 

3．(1) 发散；   (2) 发散；  (3) 收敛；   (4) 收敛；  (5) 发散. 

11.2  常数项级数的审敛法 

1．(1) 发散；   (2) 收敛；  (3) 收敛；  (4) 收敛；  (5) 发散；  (6) 发散. 

2．(1) 收敛；   (2) 发散；  (3) 收敛；  (4) 发散. 
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3．(1) 收敛；   (2) 发散. 

4．(1) 收敛；   (2) 发散；  (3) 发散；  (4) 收敛. 

5．(1) 绝对收敛；    (2) 发散；    (3)条件收敛；    (4) 条件收敛.   

11.3  幂级数 

1．(1) ( 1,1)− ；  (2) 0=x ；  (3) ( , )− + ；  (4) [4,6)；   (5) [ 1,1]− . 

2．(1) 
2

( )
(1 )

=
−

x
s x

x
 ( 1 1)−  x ；  (2) 

1 1
ln ( 1 1)

2 1

+
−  

−

x
x

x
.     

3． 3 . 

11.4  函数展开成幂级数 

1．(1) 

1

1
0

ln 2 ( 1)
( 1)2

n
n

n
n

x

n

+

+
=

+ −
+

 ， ( 2,2]x − ；   

(2) 

2
1

1

(2 )
( 1)

2(2 )!


−

=

−
n

n

n

x

n
， ( , ) − +x ； 

(3) 
2 1

2 2
1

(2 )!
( 1)

2 ( !)

n n

n
n

n
x x

n


+

=

+ − ， [ 1,1]x − ；    

(4) 
1

1

( 1)
2

n
n

n
n

x
−

=

− ， ( 2,2)x − . 

2．
1

1

1 ( 1)
lg ( 1)

ln10

n
n

n

x
x

n


−

=

−
= − ， (0,2]x . 

3．
2 1 1

0

1 1 1
( )( 4)

3 2 2 3

n

n n
n

x
x x



+ +
=

= − +
+ +

 ， ( 6, 2)x − − . 

4．
22( ) (2 1) xs x x e= + ， ( , )x − + . 

11.6  傅里叶级数 

1． ( )
2 2

s
 

= ， ( ) 0
2

s


− = ， ( )
2

s


 = ，
7

( ) 0
2

s


= . 

2． ( )
4


−

= +
a b

f x
1

2
1

[1 ( 1) ]( ) ( 1) ( )
cos sin



−

=

 − − − − +
+ 

 


n n

n

b a a b
nx nx

nn
， 

   (2 1) , 0, 1, 2,x k k + =   . 

3．
1

2
1

18 3
( ) ( 1) sin

9 1


−

=

= −
−

 n

n

n
f x nx

n
， ( , )  −x . 

4．
1

1
sin

2 n

x
nx

n

 

=

−
= ， (0, ]x  .     

5．
2 2

2
1

2 ( 1)
2 8 cos

3

n

n

x nx
n




=

−
= +  ， [0, ]x  . 

11.7  周期为 2l 的周期函数的傅里叶级数 

1．
1

2 2
1

1 6[1 ( 1) ] 6( 1)
( ) cos sin

2 3 3

 



+

=

 − − −
= − + + 

 


n n

n

n x n x
f x

nn
， 3(2 1), 0, 1, 2,x k k + =   . 

2．
2 2

1

4 1
( ) sin sin

2n

n
f x n x

n








=

=  ， [0,1]x . 
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总习题 11 

1．(1) 1a ， 1a ；  (2) (0, 4)； (3) ( 1) ( , )xx e x+  − + ； (4)

2 2

, 1
2 4

 
+ . 

2．(1) (D)；    (2) (C)；     (3) (B)；    (4) (B)；    (5) (C). 

3．(1) 发散；  (2) 收敛；   (3) 发散；   (4) 收敛. 

4．(1) 
1

2 1
1

1

(2 ) 2

n

n
n

n
x

x


−

+
=

=
−

 ， ( 2,2)x − ； 

 (2) 
1

1

1

( 1)!

x
n

n

d e n
x

dx x n


−

=

 −
= 

+ 
 ， , 0x x +  . 

5．(1) 

1
1 1 ln(1 ), [ 1,0) (0,1),

( )
0, 0,

1, 1;

x x
x

s x
x

x

  
+ − −  − 
 

= 
=

 =

 

 (2) 
1

( ) (sin cos )
2

s x x x x= + ， x−   + . 

6．提示：用比较法证明.        

7．提示：用级数收敛的定义证明. 

8．提示：收敛，说明 lim
→

n
n

a 存在且大于 0，用比较法或根值法证明. 

第 12 章  微分方程  

12.1  微分方程的基本概念 

1．(1) ln 1y x= − ；    (2) 
3 2y x x= + .   

2．
12

, | 1=−
 = =

−
x

y
y y

x x
.  

12.2  可分离变量的微分方程 

1．(1) = Cxy e ；   (2) 
1

2ln(1 )
=

+ +
y

x C
；    (3) ( 1)( 1)+ − =x ye e C .        

2．(1) 
2

cos cos
2

=y x ；     (2) ( 1) 2 1+ − =yx e x .  

3． 6=xy .        4． 0 1 1( ) ( ) ( )−= − + 为比例常数ktT t T T e T k .  

12.3  一阶线性微分方程 

1．(1) 
21

1
3

= + +
C

y x
x
；   (2)

2cos 2cosy C x x= − ；   (3) 
2 21

( 1)
2

yx Ce y−= + − .  

2．
cos

=
x

y
x

.               3．
2

( ) 1= −xf x e .  

12.4  全微分方程 

1．(1) 
2 31

3
+ =x y y C ；          (2) 不是全微分方程；   

(3) cos sin+ =y x x y C ；       (4) 
2 2 2 31

3
− − − =a x x y xy y C .  
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2．(1) 

3

2

1
( , ) ,

3
 = + =

x x
x y C

yy
；   (2) 

2 2 2

2 2

1
( , ) ,

( )
 = + =

+

xx y x y Ce
x y

.  

12.5  可降阶的高阶微分方程 

1．(1) 1 2( 2) xy x e C x C= − + + ； (2) 
2

1 2

1
ln(1 ) arctan

2
= + + +y x C x C ； (3) 

1 2

1
1= −

+
y

C x C
. 

2．(1) arcsin=y x；  (2) 
2 2( 1) 1x y− + = .   

3．
1 2( ) ln= +f r C r C .  

12.6  高阶线性微分方程 

2．
2 3

1 2= + +y C x C x x .  

12.7  二阶常系数齐次线性微分方程 

1．(1) 
4

1 2= + xy C C e ；      (2) 1 2( cos 2 sin 2 )−= +xy e C x C x ；  

(2) 

5

2
1 2( )= +

t

x C C t e ；    (4) 
2

1 2 3( )−= + +xy e C C x C x .  

2．(1) 
4−= −x xy e e ；  (2) 

2(1 3 ) xy x e−= +      (3) 
2 sin 3= xy e x .  

3．
6

ln(6 35)= +t
g

秒 .  

12.8  二阶常系数非齐次线性微分方程 

1．(1) 2
1 2

−= + +
x

x xy C e C e e ；    (2) 
2 2

1 2

1
( )

2
= + + − −x x xy C e C e e x x ；  

(3) 
1 2

1 1
cos3 sin3 sin cos

8 32
= + + −y C x C x x x x ； (4) 

1 2

1 1
cos 2

10 2

−= + + −x xy C e C e x .  

2．
1

( ) sin cos
2 2

x
f x x x= + .         

12.9  变量代换法 

1．(1) 
1+= Cxy xe ；    (2) 2+ =

x

yx ye C .  

2． 3 2ln | 2 |x y x y C+ + − − = .           

3． (1 4ln )= −y x x .  

4．
3

3

1 1

3

−= − +xCe x
y

.      5．
2 2

1 2

1 1
(ln ln )

2 4
= + + + +y C x C x x x .  

总习题 12 

1．(1) 可分离变量方程；   (2) 齐次方程；    (3) 一阶线性方程；   

(4) 伯努利方程；   (5) 一阶线性方程；    (6) 全微分方程.  

2．(1) (B)；  (2) (D)；  (3) (D).    

3． (1 ln )= −y x x      4．
22 4( ) (4 1) = + tf t t e .  

5．
2( ) 2cos sin 2= + + −f x x x x ， 通 解 ：

2 2

2 sin cos 2
2

− + + + =
x y

y x y x xy C .  

6．( 2 ) 2
2 3 1

( ) cos ( )
3 2 3

−

= + −   +
x

xy x e x e x .  
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附   录 

高等数学试题（A卷） 

一、填空题 (24 分)： 

1. 设函数
1

( )
3

y

xz = ，则
(1,1)

z

x


=


                           ； 

2. 设 ( , )f x y 连续，交换二次积分的次序：
2

1 1

0
( , )

x
dx f x y dy =               ； 

3. 设是上半球面 2 24z x y= − − ，则曲面积分
2 2 2

1

1
dS

x y z + + +
 ＝        ；  

4. 设 2 2 2(1 ) (1 ) (1 )A x x z i y x z j z x z k= + + − + − ，则 divA =                   ； 

5．函数 ( ) ln(1 2 )f x x= + 展开成 x 的幂级数为                             ；  

6．已知幂级数
0

( 1)n

n

n

a x


=

− 在 1x = − 收敛，则该幂级数在
3

2
x = 的敛散性为        ； 

7．已知 2( 4 ) ( ) 0x y dx ax y dy+ + + = 是全微分方程，则 a =                ； 

8．微分方程 21y x dy xdx− = 的通解为                          . 

二、(6 分) 设 ( )y y x= 是由方程 x yxy e e= − 确定的函数，试计算
0x

dy
=

. 

三 、 (8 分 ) 设 f 是 任 意 二 阶 可 导 函 数 ， 并 设 ( )z f ay x= + ， 满 足 方 程

2 2 2

2 2
6 0

z z z

x yx y

  
+ − =
  

，试确定 a 的值. 

四、(6 分)计算 2 2( 2 ) ( 2 )
L

x xy dx y xy dy− + − ，其中 L 是抛物线 2y x= 上点 ( 1,1)− 到 (1,1) 的

一段弧. 

五、(10 分) 判别下列级数的敛散性： 

1. 
1

3 !n

n
n

n

n



=

 ； 2. 1

1

1
( 1) sinn

n n


+

=

− ，若收敛，指明是条件收敛还是绝对收敛. 

六、(8 分) 将函数

1 0

( ) 0 0

1 0

x

f x x

x





− −  


= =
  

展开成傅里叶级数. 

七、(10 分) 求幂级数
0

(2 1) n

n

n x


=

+ 的收敛域及和函数，并求
0

( 1) (2 1)

2

n

n
n

n

=

− +
 的值. 

八、(10 分) 计算曲面积分 3 3 3( 1) ( 1) ( 1)I x z dydz y x dzdx z dxdy


= + + + + + + + ，其中是

上半球面 2 21z x y= − − 的上侧. 
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九、(10 分) 已知曲线 ( )y y x= 经过原点，且在原点的切线平行于直线 2 5 0x y− + = ，

而 ( )y x 满足微分方程 36 9 xy y y e − + = ，求此曲线方程. 

十、 (8 分 ) 设定义在 ( , )− + 上的函数 ( )f x ，对任意 , ( , )x y − + ，满足

(0) ( 0)f a a =  ，且 ( ) ( ) ( )y xf x y f x e f y e+ = + ，  

1. 证明：对任意 ( , )x − +  ， ( )f x 存在，并求出函数 ( )f x ； 

2. 将 ( )f x 展开成 ( 1)x − 的幂级数，并求 (2007) (1)f . 

 

高等数学试题（B卷） 

一、填空题 (24 分) 

1．设函数 ( , , )
x

f x y z z
y

= ，则 d (1,1,1)f =         ； 

2. 设 :1 2, 1 2D x y    ，则
2

2

18

(1 )
D

x
dxdy

y
=

+                        ； 

3．设 L 为闭曲线 2 2 1x y+ = ，则
2 2 3x y

L
e ds

+ +
=                       ；  

4．曲面 2 24z x y= − − 上点( 1, 1, 2 )处的切平面方程为                     ； 

5．函数
2

1

x
y

x
=

−
的麦克劳林级数为                   ；  

6．若数项级数
1

n

n

u


=

 发散，则
1

n

n

u


=

 的敛散性为          ； 

7．设
1 0

( )
1 0

x
f x

x x





− −  
= 

+  
 ，则其以 2 为周期的傅里叶级数在点

2
x


= 处收敛    

于               ，在点 x = 处收敛于                ；  

8．微分方程 ( 1) 0y dy xydx− − = 的通解为                   . 

二、(8 分) 设 ( , )u f x y xz= + ， f 具有二阶连续的偏导数，求
2u

x z



 
. 

三、(8 分) 求由曲面 2 2x y z+ = 和 2 22z x y= − + 所围成的闭区域的体积. 

四、(8 分) 计算曲面积分 1 4zdS


+ ，其中是 2 2z x y= + 在 1z  的部分. 

五、(8 分) 判别下列级数的敛散性： 

1．
2

1

( !)

(2 )!n

n

n



=

 ；          2.
2

1

sin 1
( )

n

n

n n



=

− . 
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六、(8 分) 求幂级数
1

( 1) n

n

n x


=

+ 的收敛域及和函数. 

七、 (10 分 ) 计算积分 (8 1) 5 ( 2 )I x z dydz yzdzdx y z dxdy


= − − + − ，其中  是曲面

2 21z x y= + + 被平面 3z = 所截下的部分，取下侧. 

八、(10 分) 求微分方程 2 6 xy y y xe − + = 的通解. 

九、(10 分) 设 ( )f x 具有连续的一阶导数，已知 (0) 0f = ，试确定 ( )f x ，使曲线积分

[ ( )] ( )x

L
xe f x ydx f x dy+ + 与路径无关，并求由点 (0,0)A 到 (1,1)B 的曲线积分. 

十、(10 分) 讨论
1

1

1
( 1) ( 1 )n n

n

e
n



=

− − − 的敛散性，若收敛，指明是条件收敛还是绝对

收敛. 
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高等数学试题（A卷）参考答案及评分标准 

一、 填空题 

1．
1

ln 3
3

；      2. 
1

0 0
( , )

y

dy f x y dx  ；   3．
8

3
 ；    4．3； 

5．
1

1

( ) 2 1 1
ln(1 2 ) ( , ]

2 2

n n n

n

x
x x

n

−

=

−
+ =  − ；      6．绝对收敛； 

7． a = 4；    8． 2 22 1y c x= − − ． 

二、 解：当 0x = 时， 0y =    …………………………………………….………(1 分) 

( , ) x yf x y xy e e= − + ( , ) x

xf x y y e= − ， ( , ) y

yf x y x e= +  ……………… ……………(3 分) 

0
0

1x

x y x

fdy

dx f=
=

= − =    所以
0x

dy dx
=
=  ……………………………………………(6 分) 

三、 解： ( )
z

f u
x


=


， ( )

z
af u

y


=


………………………………………………(3 分) 

2 2 2
2

2 2
( ), ( ), ( )

z z z
f u af u a f u

x yx y

  
  = = =

  
 ……………………………………… (6 分) 

2 2 2

2 2
6

z z z

x yx y

  
+ − =
  

2(6 ) ( ) 0a a f u+ − = , 

即 26 0a a+ − = 解得 3a = 或 2a = − ………………………………………………(8 分) 

四、 解： 2 2( 2 ) ( 2 )
L

x xy dx y xy dy− + −
1

2 2 4 3

1
( 2 ) ( 2 )2x xx x x xdx

−
= − + − …………(3 分) 

1 1
2 4

0 0
2 8x dx x dx= − 

14

15
= − …………………………………………………(6分) 

五、（1） 解： 1 3 3
lim lim 1

1
(1 )

n

n n nn

u

u e

n

+

→ →
= = 

+

所以级数发散………………………(4 分) 

（2）解：当 0  时， 1 1
lim( 1) sin 0n

n n

+

→
−  ，级数 1

1

1
( 1) sinn

n n


+

=

− 发散；………(6 分) 

当 0  时，令   
1

sinnu
n

= ， 1n nu u + ，又 lim 0n
n

u
→

= ， 

由莱布尼兹定理知 1

1

1
( 1) sinn

n n


+

=

− 收敛 …………………………………(8 分) 
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1 1
sin ~ ( )n

n n 
→ ,当 0 1  时，

1

1
sin

n n



=

 发散， 

故级数 1

1

1
( 1) sinn

n n


+

=

− 条件收敛 

当 1  时，
1

1
sin

n n



=

 收敛，故级数 1

1

1
( 1) sinn

n n


+

=

− 绝对收敛． 

     综合：级数 1

1

1
( 1) sinn

n n


+

=

− 当 0  时，发散；当 0 1  时，条件收敛；当 1 

时，绝对收敛． …………………………………………………… (10 分) 

六、 解： 0na =  

      
1

( )sinnb f x nxdx


 −
= 

0

0

1 2
( ( sin ) sin ) [1 ( 1) ]nnx dx nxdx

n



 −
= − + = − −     

4
2 1

(2 1)

0 2

n k
k

n k




= −

−= 
 =

   ( 1,2, )k = ………………………………(5 分) 

由于 ( )f x 满足收敛定理的条件, 所以 
1

4 sin(2 1)
( ) ( ,0) (0, )

2 1n

n x
f x x

n
 





=

−
=  −

−
  

当 0,x =  时，右端傅里叶级数收敛于 0.  ……………………………………(8 分) 

七、  

解：
2 3

lim 1
2 1n

n

n→

+
=

+
，收敛半径为 1， 1x =  时原级数发散，收敛域为 ( 1,1)−

  
…(2 分) 

    
0

( ) (2 1) n

n

s x n x


=

= +
0 0

2 n n

n n

nx x
 

= =

= + 
0

1
2 ( )

1

n

n

x x
x



=

= +
−

  

1 1
2 ( )

1
x

x x
= +

−
2

1
( 1,1)

(1 )

x
x

x

+
=  −

−
 … …………………………………(8 分) 

0

( 1) (2 1) 1 2
( )

2 92

n

n
n

n
s



=

− +
= − =     ………………………………………(10 分) 

八、 解：补平面
2 2

1

1
:

0

x y

z

 + 
 

=
，取下侧 ………………………………………(2 分) 

  

1 1

I
+ 

= −  =

1

2 2 2 33 ( ) ( 1)x y z dV z dxdy
 

+ + − + 
 

……………………………(6 分) 

    =
2 1

42

0 0 0
3 sin

D

d d r dr dxdy




   +     =
6

5
 + =

11

5


 
………………………(10 分) 
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九、 解：特征方程为 2 6 9 0r r− + = 的根 3r = （重根） ………………………(2 分) 

6 9 0y y y − + = 的通解 3

1 2( ) xY c c x e= + ， …………………………(4 分) 

   36 9 xy y y e − + = 的特解 * 2 3xy ax e= ，代入原方程得
1

2
a = , * 21

2

xy x e= ………(7 分) 

36 9 xy y y e − + = 的通解为 2 3

1 2

1
( )

2

xy c c x x e= + +
 
……………………………(8 分) 

依题 (0) 0, (0) 2y y= = 得 1 20, 2c c= = ,曲线方程为 31
(2 )

2

xy x xe= + .…………(10 分) 

十、 解： 

（1） 将 0y = 代入 ( ) ( ) ( )y xf x y f x e f y e+ = + ,得 (0) 0f = …………………………(1 分) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( 1) ( ( ) (0))x x x xf x x f x f x e f x e f x f x e f x f e

x x x

 + − +  − − +  −
= =

  
 

0 0

( ) ( )
lim lim
x x

f x x f x

x →  →

+ −
=



( )( 1) ( ( ) (0))
( )

x
xf x e f x f

e
x x

 −  −
+

 
( ) (0) xf x f e= +  

所以 ( )f x 存在，且 ( ) ( ) xf x f x ae = +  ………………………………………(2 分) 

( ) ( ) ( )x x x xf x e ae e dx c e ax c−= + = +     

由 (0) 0f = ，有 0c = 所以 ( ) xf x axe= ………………………………………(5 分) 

（2） 1 1

0

1
( ) [( 1) ] ( 1) ( , )

!

x x n

n

n
f x ae x e e ae x x

n


− −

=

+
= − + = −  − +  ………………… (7 分) 

由此 (2007) (1) 2008f ae= ……. ………………………(8 分) 

 

 

高等数学试题（B卷）参考答案及评分标准 

一、填空题 

1. 
1

( )
2

dx dy dz− + ；   2. 7 ；      3． 22 e ；     4． 2 2 6x y z+ + = ； 

5．
2

1k

k

y x x


=

=  ；  6．发散；    7．1 ,
2 2

 
+ ；    8．

2

ln
2

x
y y c= + +  

二、解：
1 2

u
f f z

x


 = +


  ……………………………………………………………(4 分) 

2

2 12 222

u
f xf xzf

x


  = + +

  
……………………………………………………(8 分) 
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三、解：由 2 2x y z+ = 和 2 22z x y= − + 得 1, 4z z= = （舍） 

        立体在在 xOy 面的投影为： 2 2 1x y+ 
  

………………………………(2 分) 

体积
2

2 1 2

0 0

r

r
V dV d rdr dz




−



= =   
1

2

0
2 (2 )r r rdr= − −

5

6
=  ………(8 分) 

四、 解：在 xoy 面的投影为： 2 2 1x y+      ……………………………(2 分) 

2 21 4( )dS x y dxdy= + +   …………………………………………………(4 分) 

2 2 2 21 4 1 4( ) 1 4( )
D

zdS x y x y dxdy


+ = + + + +   

      

2 21 4( )
D

x y dxdy= + +
2 1

2

0 0
(1 4 )d r rdr



= +  3= ……………………………(8 分) 

五、（1）解：
2

1 ( 1) 1
lim lim 1

(2 2)(2 1) 4

n

n n
n

u n

u n n

+

→ →

+
= = 

+ +
，所以级数收敛………………(4 分) 

（2）解：
2 2

sin 1

n n


 ，

2
1

1

n n



=

 收敛，所以
2

1

sin

n n



=

 收敛, 

 
1

1
( )

n n



=

− 发散,所以原级数发散……………………………………(8 分) 

六、解： 

2
lim 1

1n

n

n→

+
=

+
，收敛半径为 1， 1x =  时原级数发散，所以收敛域为 ( 1,1)− …… (3 分) 

    1

1 1

( ) ( 1) ( )n n

n n

s x n x x
 

+

= =

= + =  =
2

( )
1

x

x


−

2

2

2
( 1,1)

(1 )

x x
x

x

−
=  −

−
…………………(8 分) 

七、解：补面
2 2

1

2
:

3

x y

z

 + 
 

=
，取上侧 ……………………………………………(2 分) 

  

1 1

I
+ 

= −  = 3( 1) ( 2 )
D

z dV y z dxdy


− − − 
 

…………………………………(6分) 

    =
3

1
( )

3( 1) 6
D z D

z dz dxdy dxdy− +    ， 2 2( ) : 1D z x y z+  −  

    =
3

2

1
3( 1) 12z dz − +  = 20    ………………………………………………(10分) 

八、 解：特征方程为 2 2 1 0r r− + = 的根 1r = （重根） …………………………(3 分) 

2 0y y y − + = 的通解 1 2( ) xY c c x e= +  …………………………………………(6分) 
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2 6 xy y y xe − + = 的特解 * 2 ( ) xy x ax b e= + ，将其代入原方程得： 1, 0a b= =  

   所以 * 3 xy x e= ,原方程的通解为： 3

1 2( ) xy c c x x e= + + .   ……………………(10 分) 

九、 解： ( )xp
xe f x

y


= +


， ( )

q
f x

x


=


……………………………………………(2 分) 

      曲线积分与路径无关，所以
p

y


=



q

x




， ( ) ( ) xf x f x xe − = …………………(4 分) 

解得 21
( )

2

x xf x x e ce= + ,由 (0) 0f = ，得 0c = , 21
( )

2

xf x x e= ………………………(8 分) 

由点 (0,0)A 到 (1,1)B 的曲线积分 ( ( )) ( )x

L
xe f x ydx f x dy+ + =

1

2
e ………………(10 分) 

十、解：
1

1
1n

nu e
n

= − − ,令 ( ) 1 , (0) 0xf x e x f= − − =  

( ) 1 0xf x e = −    ， ( )f x 单调递增，
1 1

1n n


+
 

所以 1n nu u + ，又 lim 0n
n

u
→

= ，由莱布尼兹定理知原级数收敛. … …………………(4 分) 

又
1

1 1 1
1 ( )

2

ne o
n nn

− − = + ，
1

1 1
1 ~ ( )

2

ne n
nn

− − → ，所以
1

1

1
( 1 )n

n

e
n



=

− − 发散 

故原级数条件收敛.   ………………………………………………………………(6 分) 


